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Â ðàáîòå [A] Àðòèí ââåë ïîíßòèå ýëåìåíòàðíîãî ðàññëîåíèß íàä áàçîé S. Â
òîé æå ðàáîòå îí äîêàçàë, ÷òî äëß ãëàäêîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãîîáðàçèß ðàçìåðíîñòè
d íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì êàæäàß òî÷êà îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ,
ñíàáæåííîé còðóêòóðîé ýëåìåíòàðíîãî ðàññëîåíèß íàä îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè d−1. Â ðàáîòå [PSV] ýòîò ðåçóëüòàò
áûë ðàñøèðåí íà ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèß íàä áåñêîíå÷íûì ñîâåðøåííûì ïîëåì.
Ïîñëåäíåå áûëî èñïîëüçîâàíî, ÷òîáû ñóùåñòâåííî ïðîäâèíóòüñß â ðåøåíèè
ãèïîòåçû ÃðîòåíäèêàÑåððà. Â íàñòîßùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñß ãëàäêàß
ïðîåêòèâíàß ñõåìà íàä ñïåêòðîì êîëüöà äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèßA ñ áåñêîíå÷íûì
ïîëåì âû÷åòîâ. Äîêàçûâàåòñß, ÷òî ëþáàß çàìêíóòàß òî÷êà îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ,
ñíàáæåííîé ñòðóêòóðîé ýëåìåíòàðíîãî ðàññëîåíèß íàä îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì
ïðîåêòèâíîãî (n−1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà PA. Óêàçàííûé ðåçóëüòàò ïðèìåíßåòñß
â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1
1 Òåîðåìà 1.1 è ïëàí å¼ äîêàçàòåëüñòâà
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü A - êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèß ñ áåñêîíå÷íûì
ïîëåì âû÷åòîâ, V = Spec(A), v = {pi = 0} ∈ V - çàìêíóòàß òî÷êà, X - íåïðèâîäèìàß
ãëàäêàß ïðîåêòèâíàß ñõåìà íàä V , x1, . . . , xn ∈ X - çàìêíóòûå òî÷êè, O =
OX , x1, . . . , xn, U = Spec(O), G - ïîëóïðîñòàß ãðóïïà íàä V , E - ãëàâíîå îäíîðîäíîå
G-ðàññëîåíèå íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî â îáùåé
òî÷êå, òî åñòü ñòàíîâèòñß òðèâèàëüíûì ïîñëå ñóæåíèß íà ïîäìíîæåñòâî
{f 6= 0} äëß íåêîòîðîãî f , ïðè÷åì Fv 6= 0 Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàâíîå G-ðàññëîåíèå
Et íàä A1U è ìíîãî÷ëåí g(t) ∈ O[t], òàêèå, ÷òî
1. G-ðàññëîåíèå Et òðèâèàëüíî íàä O[t]f
2. Et ñîâïàäàåò ïîñëå îãðàíè÷åíèß íà t = 0 ñ E, îãðàíè÷åííûì íà U
3. g(1) ∈ O îáðàòèì
Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1. 1. Ýòî ðàññëîåíèå ìû ñêëåèì ïî êâàäðàòó
Íèñíåâè÷à 3. Äëß ýòîãî íàäî ïîñòðîèòü ñõåìó, ýòàëüíóþ íàä A1U (Óòâåðæäåíèå
1.2). Êðîìå òîãî, îíà äîëæíà, âìåñòå ñ äîïîëíåíèåì ê íóëåâîìó ñå÷åíèþ,
óäîâëåòâîðßòü îïðåäåëåíèþ êâàäðàòà Íèñíåâè÷à, òî åñòü íàä íóëåâûì ñå÷åíèåì
äîëæíà áûòü èçîìîðôíàß åìó çàìêíóòàß ïîäñõåìà. Äëß ýòîãî íåîáõîäèìà
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ðàáîòà ïî åãî ìîäèôèêàöèè, ïðîäåëàííàß â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.3.
Âñå ýòè äàííûå ñîáèðàþòñß âîåäèíî â Ñëåäñòâèè 3.2
Âûáåðåì ïî òåîðåìå Áåðòèíè ãëàäêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü Z ⊂ X, òàêóþ,
÷òîáû codim(Q := Zv∩{fv = 0}) > 2 Ñëåäóß [PSV, A1], äëß ñëîßXv, ïðîïóñêàß
ïåðåõîä ê íîðìàëèçàöèè, ïîëó÷àåì (íàëîæèâ íà íèõ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå,
÷òîáû êðèâàß ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó xi íå ïåðåñåêàëàQ) íàáîð ñå÷åíèé ϕ1 . . . ϕn
ðàññëîåíèß Ov(m), ïðè÷¼ìm ìæíî âçßòü ñêîëü óîãäíî áîëüøèì. Ïîñêîëüêó
v = {pi = 0} ⊂ V , åñòü òî÷íàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
H0(X,O(m))→ H0(X,O(m))→ H0(X,Ov(m))→ H1(X,O(m)).
Òàê êàêm ìîæíî âçßòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì,H1 çàíóëèòñß, è ó ñå÷åíèé ïîßâßòñß
ïîäúåìû ϕ1, . . . , ϕn. Ýòè ñå÷åíèß çàäàþò ìîðôèçì ϕ èç ðàçäóòèßX
′ ñõåìû
X â ñõåìå T èõ îáùèõ íóëåé â S = Pn−1V . Ïðè ýòîì: ϕi îáðàçóþò ðåãóëßðíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàê êàê ýòî òàê âî âñåõ çàìêíóòûõ òî÷êàõ. Çíà÷èò, ðàçäóòèå
ãëàäêîå.
(Âîîáùå ãîâîðß, ðàçäóòèå ãëàäêîé S-ñõåìû X â çàìêíóòîé ïîäñõåìå
P , êîíå÷íîé ýòàëüíîé íàä S, ãëàäêî íàä S: äëß äîêàçàòåëüñòâà, ïåðåéä¼ì
ê ýòàëüíîìó ïîêðûòèþ S ′ → S, íàä êîòîðûì P ñòàíîâèòñß òðèâèàëüíûì.
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü S ′-ãëàäêîñòü ñõåìû (BlPX) ×S S ′. Íî, ïîñêîëüêó
ìîðôèçì S ′ → S ïëîñêèé, òî æå ìîæíî ñêàçàòü ïðî (BlPX) ×S S ′ →
(BlPX), à çíà÷èò, ïðîîáðàç äèâèçîðà Êàðòüå - äèâèçîð Êàðòüå, è Pull-
back ðàçäóòèß óäîâëåòâîðßåò óíèâåðñàëüíîìó ñâîéñòâó ðàçäóòèß X ×S
S ′ â P ×S S ′. Äàëåå, èçâåñòíî, ÷òî ãëàäêèé ìîðôèçì ìîæíî ëîêàëüíî
ðàçëîæèòü êàê ýòàëüíûé ìîðôèçì â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Åù¼ ðàç
ïîëüçóßñü òåì, ÷òî ðàçäóòèå êîììóòèðóåò ñ ïëîñêèì pullback-îì, ñâîäèì
îáùèé ñëó÷àé ê ðàçäóòèþ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà â íà÷àëå êîîðäèíàò,
êîòîðûé ëîêàëüíî èçîìîðôåí àôôèííîìó ïðîñòðàíñòâó, è, òåì ñàìûì,
ãëàäîê.)
Àíàëîãè÷íî, ìîðôèçìX ′ → S íàä îêðåñòíîñòüþ òî÷åê ϕ(xi) ãëàäêèé (ïëîñêèé
èç ñîîáðàæåíèé ðåãóëßðíîñòè è ðàçìåðíîñòè, è èìååò ãëàäêèé ñëîé), ïîñëå
îãðàíè÷åíèß íà Z - êîíå÷íûé ýòàëüíûé, à íà {f = 0} - êîíå÷íûé ñþðúåêèâíûé.
Ïðè ýòîì â ïðîîáðàçå îêðåñòíîñòè òî÷åê ϕ(xi) Z è {f = 0} íå ïåðåñåêàþòñß.
Ïîýòîìó åñëè ïåðåéòè ê àôôèííîé ÷àñòèX ′0 ⊂ X ′, ïîäñõåìà f = 0 îñòàíåòñß
êîíå÷íîé íàä S Òàê æå, êàê â [PSV, A1] äîêàçûâàåòñß ñóùåñòâîâàíèå â îêðåñòíîñòè
ϕ(xi) êîíå÷íîãî ñþðúåêòèâíîãî ìîðôèçìàX
′0 → A1S. Ýòè ðàññóæäåíèß ïîçâîëßþò
îáîáùèòü [PSV, ïóíêò 6] íà íàø ñëó÷àé: âîçüì¼ì X = X ′0×SU, pr2 : X→ U, ψ =
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pr1 : X→ X,Delta = (can, id), ãäå can - êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå ñïåêòðà ëîêàëüíîãî
êîëüöà â òî÷êå, è F = ψ∗(f).
Óòâåðæäåíèå 1.2. Ýòî îòíîñèòåëüíàß ãëàäêàß àôôèííàß êðèâàß ñ ñå÷åíèåì
è ôóíêöèåé. Êðîìå òîãî, èìååòñß êîíå÷íûé ñþðúåêòèâíûé U-ìîðôèçì X→
A1U . Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ðàç ôóíêöèß f çàíóëßåòñß â xi, òî ôóíêöèß F çàíóëßåòñß
âî âñåõ çàìêíóòûõ òî÷êàõ ∆(U).
Òàêèå äàííûå óäîáíî, ñëåäóß [PSV], íàçâàòü òåðìèíîì ½õîðîøàß òðîéêà.
2 Õîðîøèå òðîéêè è èõ ñâîéñòâà
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü X, x1, . . . , xn, U òàêèå æå, êàê â ïðîøëîì
ïóíêòå. Õîðîøàß òðîéêà íàä U ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ äàííûõ:
(i) ãëàäêîãî ìîðôèçìà qU : X→ U , ãäå X íåïðèâîäèìàß ñõåìà,
(ii) ýëåìåíòà F ∈ Γ(X,OX),
(iii) ñå÷åíèß ∆ ìîðôèçìà qU ,
óäîâëåòâîðßþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèßì:
(a) êàæäàß íåïðèâîäèìàß êîìïîíåíòà êàæäîãî ñëîß ìîðôèçìà qU îäíîìåðíà,
(b) ìîäóëü Γ(X,OX)/F · Γ(X,OX) êîíå÷åí êàê Γ(U,OU) = O-ìîäóëü,
(c) ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ñþðúåêòèâíûé U-ìîðôèçì Π : X→ A1×U ,
(d) ∆∗(F ) 6= 0 ∈ Γ(U,OU).
Ïóñòü U òàêîå, êàê â îïðåäåëåíèè 2.1. Ïóñòü (X, f,∆) õîðîøàß òðîéêà íàä
U . Òîãäà äëß êàæîãî êîíå÷íîãî ñþðúåêòèâíîãî U -ìîðôèçìà σ : X→ A1×
U è ñîîòâåòñòâóþùåãî âëîæåíèß O-àëãåáð O[t] ↪→ Γ(X,OX) àëãåáðà Γ(X,OX)
êîíå÷íî ïîðîæäåíà êàê O[t]-ìîäóëü. Ïîñêîëüêó è O[t], è Γ(X,OX) ðåãóëßðíû,
àëãåáðà Γ(X,OX) êîíå÷íî ïîðîæäåíà è ïðîåêòèâíà êàê O[t]-ìîäóëü ïî òåîðåìå
[E, Cor. 18.17]. Ïóñòü T r−an−1T r−1+· · ·±N(f) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì
ýíäîìîðôèçìà O[t]-ìîäóëß Γ(X,OX)
f−→ Γ(X,OX), è ïóñòü
gf,σ := f
r−1 − an−1f r−2 + · · · ± a1 ∈ Γ(X,OX). (1)
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Ëåììà 2.2. f · gf,σ = ±N(f) ∈ Γ(X,OX).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì îïåðàòîðà
Γ(X,OX)
f−→ Γ(X,OX) çàíóëßåòñß íà f .
Ñôîðìóëèðóåì êëþ÷åâîé ðåçóëüòàò, èñïîëüçóþùèéñß â äîêàçàòåëüñòâå
òåîðåìû 1.1
Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü U òàêîå, êàê â îïðåäåëåíèè 2.1. Ïóñòü (X, f,∆) - õîðîøàß
òðîéêà íàä U , òàêàß, ÷òî f çàíóëßåòñß â êàæäîé çàìêíóòîé òî÷êå ∆(U).
Ñóùåñòâóåò âûäåëåííûé êîíå÷íûé ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì
σ : X→ A1 × U
U-ñõåì ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
(1) σ ýòàëåí â òî÷êàõ çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà {f = 0} ∪∆(U).




({f = 0})) = {N(f) = 0} = {f = 0} unionsq {gf,σ = 0}.
(3) Îáîçíà÷èì X0 ↪→ X íàèáîëüøóþ îòêðûòóþ ïîäñõåìó, ãäå ìîðôèçì










(A1 × U)N(f) inc //A1 × U
(2)
ýòî ýëåìåíòàðíûé êâàäðàò Íèñíåâè÷à. Òî÷íåå, ýòîò êâàäðàò äåêàðòîâ
è ìîðôèçì ïðèâåäåííûõ çàìêíóòûõ ïîäñõåì
σ0g |{f=0}red : {f = 0}red → {N(f) = 0}red
ñõåì X0g è A
1 × U ýòî èçîìîðôèçì.
(4) ∆(U) ⊂ X0g.
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Çàìå÷àíèå 2.4. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî åñëè â òåîðåìå 2.3 X0 áóäåò ëþáîé
îòêðûòîé ïîäñõåìîé X, òàêîé, ÷òî σ ýòàëüíî íà X0 è X0 ñîäåðæèò
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî {f = 0} ∪ ∆(U), âñå óòâåðæäåíèå òåîðåìû
îñòàíóòñß âåðíûìè Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X0 - àôôèííàß
ñõåìà.
Ïîäãîòîâèì ëåììû äëß äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3
Ëåììà 2.5. Ïóñòü k - áåñêîíå÷íîå ïîëå, è ïóñòü S - ãëàäêàß îäíîìåðíàß
k-àëãåáðà.
Ïóñòü m0 - ìàêñèìàëüíûé èäåàë, òàêîé, ÷òî S/m0 = k. Ïóñòü m1,m2, . . . ,mn
- ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ìàêñèìàëüíûå èäåàëû S ( âîçìîæíî, m0 = mi äëß íåêîòîðîãî
i). Òîãäà ñóùåñòâóåò íå äåëèòåëü íóëß s¯ ∈ S, òàêîé, ÷òî S êîíå÷åí íàä k[s¯]
è
(1) èäåàëû ni := mi ∩ k[s¯], 1 ≤ i ≤ n, ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Åñëè m0
îòëè÷åí îò âñåõ mi, òî n0 := m0 ∩ k[s¯] îòëè÷åí îò âñåõ ni;
(2) ðàñøèðåíèå S/k[s¯] ýòàëüíî â êàæäîì mi, i = 1, 2, . . . , n, è â m0;
(3) k[s¯]/ni = S/mi äëß êàæäîãî i = 1, 2, . . . , n;
(4) n0 = s¯k[s¯].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xi, 0 ≤ i ≤ n, òî÷êè íà Spec(S), ñîîòâåòñòâóþùèå
èäåàëàìmi. Ðàññìîòðèì çàìêíóòîå âëîæåíèå Spec(S) ↪→ Ank è íàéäåì ëèíåéíóþ
ïðîåêöèþ îáùåãî ïîëîæåíèß p : Ank → A1k, îïðåäåëåííóþ íàä k è òàêóþ, ÷òî
âåðíî ñëåäóþùåå:
(1) äëß âñåõ i, j > 0 èìååì p(xi) 6= p(xj), åñëè xi 6= xj;
(2) äëß êàæäîãî èíäåêñà i > 0 îòîáðàæåíèå p|Spec(S) : Spec(S) → A1k
ýòàëüíî â òî÷êå xi;
(3) äëß êàæäîãî i, ñåïàðàáåëüíàß ñòåïåíü ðàñøèðåíèß k(xi)/k(p(xi))
îäèí.
Ýòè ïóíêòû âëåêóò ðàâåíñòâà k(p(xi)) = k(xi), äëß âñåõ i. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàñøèðåíèå k(xi)/k(p(xi)) ñåïàðàáåëüíî ïî (2). Ïî(3) ìû äåëàåì âûâîä,
÷òî k(p(xi)) = k(xi). Ïîëó÷àåì ëåììó.
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Ëåììà 2.6. Â ïðåäïîëîæåíèßõ ëåììû 2.5, ïóñòü f ∈ S - íå äåëèòåëü íóëß,
íå ïðèíàäëåæàùèé ìàêñèìàëüíîìó èäåàëó, îòëè÷íîìó îò m0,m1, . . . ,mn.
Ïóñòü s¯ ∈ S - ýëåìåíò, óäîâëåòâîðßþùèé (1) - (4) ëåììû 2.5. Ïóñòü N(f) =
NS/k[s¯](f) - íîðìà f . Òîãäà
(a) N(f) = fg äëß ýëåìåíòà g ∈ S;
(b) fS + gS = S;
(c) îòîáðàæåíèå R[s¯]/(N(f))→ S/(f) - èçîìîðôèçì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïðßìóþ.
Ëåììà 2.7. Ïóñòü A - êîëüöî äèñêðåòíîãî íîðìèðîâàíèß ñ áåñêîíå÷íûì
ïîëåì âû÷åòîâ k, è R - îáëàñòü öåëîñòíîñòè, ßâëßþùàßñß ïîëóëîêàëüíîé
ôîðìàëüíî ãëàäêîé A-àëãåáðîé ñ ìàêñèìàëüíûìè èäåàëàìè pi, 1 ≤ i ≤ m,
ëåæàùèìè íàä çàìêíóòîé òî÷êîé. Ïóñòü B ⊇ R[t] åù¼ îäíà îáëàñòü, ãëàäêàß
îòíîñèòåëüíî îäíîìåðíàß R-àëãåáðà, êîíå÷íàß íàä R[t]. Ïóñòü  : B → R
 R-àóãìåíòàöèß, è I = Ker(). Åñëè äàíî f ∈ B, òàêîå, ÷òî




è òàêîå, ÷òî R-ìîäóëü B/fB êîíå÷åí, ìîæíî íàéòè ýëåìåíò u ∈ B,
óäîâëåòâîðßþùèé ñëåäóþùèì óñëîâèßì:
(1) B  êîíå÷íûé ïðîåêòèâíûé ìîäóëü íàä R[u];
(2) B/uB = B/I ×B/J äëß íåêîòîðîãî èäåàëà J ;
(3) J + fB = B;
(4) (u− 1)B + fB = B;
(5) Ïîëîæèì N(f) = NA/R[u](f), òîãäà N(f) = fg ∈ B äëß íåêîòîðîãî
g ∈ B;
(6) fB + gB = B;
(7) Êîìïîçèöèß ϕ : R[u]/(NB/R[u](f))→ B/(NB/R[u](f))→ B/(f) ßâëßåòñß
èçîìîðôèçìîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíßß t íà t− (t), ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî (t) =
0. Ïîñêîëüêó B êîíå÷íî íàä R[t], èç òåîðåìû Ãðîòåíäèêà [E, Cor. 17.18]
ñëåäóåò, ÷òî îíî êîíå÷íî è ïðîåêòèâíî êàê R[t]-ìîäóëü.
ÏîñêîëüêóB êîíå÷íî íàäR[t] èB/fB êîíå÷íî íàäR, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òîR[t]/(NB/R[t](f)) êîíå÷íî íàäR (òàê êàê ñîáñòâåííî è êâàçèêîíå÷íî), à
çíà÷èò, R/(tNB/R[t](f)) êîíå÷íî íàä R.
Ïîëàãàß v = tNB/R[t](f), ïîëó÷àåì öåëîå ðàñøèðåíèå R[t] íàä R[v].
Òàêèì îáðàçîì, B êîíå÷íî íàä R[v]. Ïî òåîðåìå Ãðîòåíäèêà [E, Cor.
17.18] B êîíå÷íûé ïðîåêòèâíûé R[v]-ìîäóëü.
Ïðèìåíßß ëåììó 2.2 ê B íàä R[t] (íå íàä R[v]), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
NB/R[t](f) = f · gf,t ∈ B äëß ýëåìåíòà gf,t ∈ B. Òàêèì îáðàçîì,
v = t ·NB/R[t](f) = t · f · gf,t ∈ fB, and (v) = (t) · (NB/R[t](f)) = 0
Íèæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ÷åðòó¯äëß îáîçíà÷åíèß ðåäóêöèè ïî ìîäóëþ
èäåàëà, à èíäåêñ i äëß îáîçíà÷åíèß òîãî, ÷òî ðåäóêöèß ïðîèñõîäèò ïî ìîäóëþ
piA, 1 ≤ i ≤ m. Ïóñòü li = R¯i = R/pi. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ëåììû, li-àëãåáðà
B¯i li-ãëàäêàß ðàâíîðàçìåðíàß ðàçìåðíîñòè 1. Ýëåìåíò f¯i ∈ B¯i - íå äåëèòåëü




2 , . . . ,m
(i)
ni
 ðàçëè÷íûå ìàêñèìàëüíûå èäåàëû B¯i, äåëßùèå f¯i, è ïóñòüm
(i)
0 = Ker(¯i).
Ïóñòü s¯i ∈ B¯i òàêîå, ÷òî ðàñøèðåíèå B¯i/li[s¯i] óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì (1) -
(4) ëåììû 2.5.
Ïóñòü s ∈ B - îáùèé ïîäú¼ì s¯i-ûõ, äðóãèìè ñëîâàìè, s = s¯i â B¯i äëß
âñåõ i = 1, . . . ,m. Çàìåíßß s íà s−(s), ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî (s) = 0
è, êàê è âûøå, s = s¯i äëß âñåõ i = 1, . . . ,m.
Ïóñòü sn+p1(v)s
n−1+· · ·+pn(v) = 0  ñîîòíîøåíèå öåëîé çàâèñèìîñòè
äëß s. Ïóñòü N  öåëîå, áîëüøåå max{2, deg(pj(t))}, ãäå j = 1, 2, . . . , n.
Òîãäà äëß ëþáîãî r ∈ A× ýëåìåíò u = s − rvN îáëàäàåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: v öåëî íàä R[u]. Òàêèì îáðàçîì, äëß ëþáîãî r ∈ A×, êîëüöî
B öåëî íàä R[u].
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì v¯i ∈ m(i)j äëß âñåõ 1 ≤ i ≤ m è âñåõ 0 ≤ j ≤
ni, ïîñêîëüêó v ∈ fB è (v) = 0. Çíà÷èò, êàæäûé ýëåìåíò u¯i = s¯i − rv¯iN
âñ¼ åù¼ óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì (1) - (4) ëåììû 2.5.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýëåìåíò u ∈ R îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè, ïåðå÷èñëåííûìè
â ôîðìóëèðîâêå äàííîé ëåììû äëß ïî÷òè âñåõ r ∈ A×. (Çäåñü è äàëåå ôðàçà
½ïî÷òè ëþáîé ýëåìåíòA× çàìåíßåò ôðàçó ½ýëåìåíò ñ ïî÷òè ëþáûì âû÷åòîì
â áåñêîíå÷íîì ïîëå k)
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Äåéñòâèòåëüíî, äëß ïî÷òè âñåõ r ∈ A× ýëåìåíò u óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì
(1)  (4) ëåììû 2.7. Îñòà¼òñß ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèß (5)  (7) âåðíû äëß âñåõ
r ∈ A×.
ÏîñêîëüêóB êîíå÷íî íàäR[u], òà æå òåîðåìà Ãðîòåíäèêà [E, Cor. 17.18]
îçíà÷àåò, ÷òî îíî êîíå÷íûé ïðîåêòèâíûéR[u]-ìîäóëü. ×òîáû äîêàçàòü (5),
ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì îïåðàòîðàB
f−→ B êàê îïåðàòîðà
íàR[u]-ìîäóëå. Ýòîò ïîëèíîì çàíóëßåòñß íà f è åãî ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí
±NB/R[u](f), íîðìå f . Òàêèì îáðàçîì, fn−a1fn−1+· · ·±NB/R[u](f) = 0 èNB/R[u](f) =
f · gf,u äëß íåêîòîðîãî gf,u ∈ B.
×òîáû äîêàçàòü (6), íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî g âûøå ßâëßåòñß åäèíèöåé ïî
ìîäóëþ èäåàëà fB. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî äëß êàæäîãî èíäåêñà i ýëåìåíò
g¯i ∈ B¯i - åäèíèöà ïî ìîäóëþ èäåàëà f¯iB¯i. Äëß ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïîëå li = R/pi,




1 , . . . ,m
(i)
ni è ýëåìåíò u¯i
óäîâëåòâîðßþò ïðåäïîëîæåíèßì ëåììû 2.6, ñ u çàìåí¼ííûì íà u¯i. Òîãäà ïî
ïóíêòó (b) ëåììû 2.6 ðåäóêöèß g¯i åäèíèöà ïî ìîäóëþ èäåàëà f¯iR¯i.
×òîáû äîêàçàòü (7), çàìåòèì, ÷òîR[u]/(NB/R[u](f)) èB/fB êîíå÷íûå ïðîåêòèâíûå
R-ìîäóëè (ñîîòâåòñòâóþùèå îòîáðàæåíèß ñþðúåêòèâíû, ïîòîìó ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà
NB/R[u](f) åñòü íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè â êàæäîé
çàìêíóòîé òî÷êå, à çíà÷èò â êàæäîé) . Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü,
÷òî îòîáðàæåíèå ϕ : R[u]/(NB/R[u](f))→ B/fB  èçîìîðôèçì ïî ìîäóëþ
êàæäîãî ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà pi. Äëß ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
ϕ¯i : li[u¯i]/(N(f¯i))→ B¯i/f¯iB¯i - èçîìîðôèçì äëß êàæäîãî èíäåêñà i, ãäåN(f¯i) :=
NB¯i/li[u¯](f¯i). Òåïåðü, ïî ïóíêòó (c) ëåììû 2.6 îòîáðàæåíèå ϕ¯i èçîìîðôèçì. Íà
ýòîì äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Ïóñòü U = Spec(OX,{x1,x2,...,xr}) êàê â Îïðåäåëåíèè
2.1. Áóäåì îáîçíà÷àòü çàR OX,{x1,x2,...,xr}. Ýòî îáëàñòü öåëîñòíîñòè, ßâëßþùàßñß
ïîëóëîêàëüíîé ôîðìàëüíî ãëàäêîéA-àëãåáðîé ñ ìàêñèìàëüíûìè èäåàëàìèpi,
1 ≤ i ≤ r, ëåæàùèìè íàä çàìêíóòîé òî÷êîé. Ïóñòü (X, f,∆) - õîðîøàß òðîéêà
íàä U . Ìû ïîêàæåì, ÷òî îíà äà¼ò îïðåäåë¼ííûå äàííûå, óäîâëåòâîðßþùèå
óñëîâèßì Ëåììû 2.7.
ÏóñòüB = Γ(X,OX). Ýòî îáëàñòü öåëîñòíîñòè, ïîñêîëüêó X íåïðèâîäèìî.
Îíî ßâëßåòñßR-àëãåáðîé q∗U : R→ Γ(X,OX). Áîëåå òîãî, îíà ãëàäêàß êàêR-
àëãåáðà. Òðîéêà (X, f,∆)  õîðîøàß òðîéêà. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé
ñþðúåêòèâíûé U -ìîðôèçì Π : X→ A1U . Îí èíäóöèðóåò âëîæåíèåR-àëãåáð
R[t] ↪→ Γ(X,OX) = B òàêîå ÷òîB êîíå÷íî ïîðîæäåíî êàêR[t]-ìîäóëü. Òàêèì
îáðàçîì, äëß âñåõ i = 1, . . . , r,R/pi-àëãåáðàB/piB ðàâíîðàçìåðíî ðàçìåðíîñòè
8
îäèí. Ïóñòü
 = ∆∗ : B → R
 ãîìîìîðôèçìR-àëãåáð, èíäóöèðîâàííûé ñå÷åíèåì ∆ ìîðôèçìà qU . ßñíî,
÷òî ýòîò  - àóãìåíòàöèß; ïóñòü I = Ker(). Äàëåå, ïîñêîëüêó (X, f,∆) õîðîøàß
òðîéêà, (f) 6= 0 ∈ R èB/fB êîíå÷íî êàêR-ìîäóëü. Íàêîíåö, f çàíóëßåòñß
â êàæäîé çàìêíóòîé òî÷êå ∆(U) ïî ïðåäïîëîæåíèþ Òåîðåìû. Ïîäûòîæèâàß
âûøåñêàçàííîå, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìû íàõîäèìñß â ðàìêàõ Ëåììû 2.7,
è ìîæåì èñïîëüçîâàòü çàêëþ÷åíèå ýòîé Ëåììû.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò u ∈ B, óäîâëåòâîðßþùèé óñëîâèßì
(1)  (7) Ëåììû 2.7. Ýòîò u èíäóöèðóåò âëîæåíèåR-àëãåáðR[u] ↪→ B, òàêîå,
÷òî B êîíå÷íî êàê R[u]-ìîäóëü. Ïóñòü
σ : X→ A1 × U
 ìîðôèçì U -ñõåì, èíäóöèðîâàííûé âëîæåíèåì âûøåR[u] ↪→ B. ßñíî, σ
êîíå÷åí è ñþðúåêòèâåí. Â îñòàâøåéñß ÷àñòè ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ïèñàòü
t âìåñòî u, è ðàññìîòðèìB êàêR[t]-ìîäóëü ïðè ïîìîùè σ. ÏóñòüN(f) := NB/R[t](f) ∈
R[t] ⊆ B è gf,σ ∈ B - ýëåìåíòû, îïðåäåëåííûå ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé Ëåììû 2.2.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ýòîò ìîðôèçì σ è âûáðàííûå ýëåìåíòûN(f) è gf,σ
óäîâëåòâîðßþò óñëîâèßì (1)  (4) Òåîðåìû 2.3. Ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå.
ÏîñêîëüêóB êîíå÷íî êàêR[t]-ìîäóëü è îáà êîëüöàR[t] èB ðåãóëßðíû,R[t]-
ìîäóëüB êîíå÷íî ïîðîæä¼í è ïðîåêòèâåí, ñì. [E, Corollary 18.17]. Òàêèì îáðàçîì,
σ ýòàëåí â òî÷êå x ∈ X åñëè è òîëüêî åñëè k(σ(x))-àëãåáðà k(σ(x))⊗R[t]B ýòàëüíà.
Åñëè òî÷êà x ïðèíàäëåæèò çàìêíóòîé ïîäñõåìå Spec(B/piB) äëß íåêîòîðîãî
ìàêñèìàëüíîãî èäåàëà pi êîëüöà R, òî
k(σ(x))⊗R[t] B = k(σ(x))⊗(R/pi)[t] B/piB.
Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî σ ýòàëåí â äàííîé òî÷êå x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(R/pi)[t]-àëãåáðàB/piB ýòàëüíà â òî÷êå x.Èç äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 2.7 ñëåäóåò,
÷òî ìîðôèçì σ èíäóöèðóåò ìîðôèçì Spec(B/piB)
σi−→ A1li íà çàìêíóòîì ñëîå
Spec(B/piB äëß êàæäîãî i. Ýòîò èíäóöèðîâàííûé ìîðôèçì ýòàëåí â íóëßõ
ôóíêöèè f¯i è â êàæäîé òî÷êå ∆i(Spec li). Äåéñòâèòåëüíî, äëß íóëåé ôóíêöèè
f¯i ýòî ñëåäóåò èç ïóíêòîâ (6) è (7) Ëåììû 2.7. Èç ïðåäïîëîæåíèé Ëåììû 2.7
ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèß f çàíóëßåòñß â êàæäîì ìàêñèìàëüíîì èäåàëå, ñîäåðæàùåì
I. Òàêèì îáðàçîì, σ ýòàëåí â òî÷êàõ çàìêíóòîé ïîäñõåìû X, îïðåäåëåííîé
èäåàëîì I, òî åñòü, â òî÷êàõ ∆(U). Òàêèì îáðàçîì, ïóíêò (1) Òåîðåìû 2.3 äîêàçàí.
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Ïåðåéäåì ê ïóíêòó (2). Îáîçíà÷èì çà g gf,σ. Ïåðâîå â ñëåäóþùåé
öåïî÷êå ðàâåíñòâ
σ−1(σ({f = 0})) = {N(f) = 0} = {f = 0} unionsq {g = 0}
î÷åâèäíî. Âòîðîå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà N(f) = ±f · g, äîêàçàííîãî â
Ëåììå 2.2 è ïóíêòà (6) Ëåììû 2.7.
ßñíî, ÷òî êâàäðàò (2) äåêàðòîâ è ìîðôèçì σ0g ýòàëåí. Ñõåìà X
0
g ñîäåðæèò
çàìêíóòóþ ïîäñõåìó ∆(U), à çíà÷èò íåïóñòà. Ïóíêò (7) Ëåììû 2.7 ïîêàçûâàåò,
÷òî ìîðôèçì ïðèâåäåííûõ çàìêíóòûõ ïîäñõåì
σ0g |{f=0}red : {f = 0}red → {N(f) = 0}red
ßâëßåòñß èçîìîðôèçìîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðîâåðèëè ïóíêò (3) Òåîðåìû
2.3.
Îñòà¼òñß ïðîâåðèòü ëèøü ïóíêò (4). Ìû óæå çíàåì, ÷òî {f = 0} ⊂ X0g. Îáå
ñõåìû ∆(U) è {f = 0} ïîëóëîêàëüíû, è ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ òî÷å ∆(U) ñîäåðæèòñß
â ìíîæåñòâå çàìêíóòûõ òî÷åê çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà {f = 0} ïî ïðåäïîëîæåíèßì
òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ∆(U) ⊂ X0g. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà
(4) Òåîðåìû 2.3, è, òàêèì îáðàçîì, ñàìîé òåîðåìû.
3 Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 1.1
Çàôèêñèðóåì V -ãëàäêóþ íåïðèâîäèìóþ ïðîåêòèâíóþ V -ñõåìóX, êîíå÷íîå
ñåìåéñòâî òî÷åê x1, x2, . . . , xn íàX, è îáîçíà÷èì O := OX,{x1,x2,...,xn} è U := Spec(O).
Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ îäíîñâßçíóþ V -ãðóïïîâóþ ñõåìóG è ãëàâíîåG-ðàññëîåíèå
P íàäX, òðèâèàëüíîå íàäK - ïîëåì ÷àñòíûõ O. Ìû ìîæåì è áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî äëß íåêîòîðîãî f ∈ Γ(X,O(m)) ãëàâíîåG-ðàññëîåíèå P òðèâèàëüíî íàä
Xf.
Âñïîìíèì, ÷òî íà÷èíàß ñ ýòèõ äàííûõ ìû ïîñòðîèëè â 1.2 õîðîøóþ
òðîéêó âèäà (qU : X→ U, f,∆) ãäå X = U ×S X ′0.
Âñïîìíèì ÷òî qX : X = U ×S X ′0 → X ′0 ýòî ïðîåêöèß íà X ′0.
Çàìåòèì, ÷òî ïî Óòâåðæäåíèþ 1.2 f çàíóëßåòñß âî âñåõ çàìêíóòûõ òî÷êàõ
∆(U). Çíà÷èò, õîðîøàß òðîéêà (qU : X→ U, f,∆ : U → X) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì
Òåîðåìû 2.3.
Ïî òåîðåìå 2.3 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì σ : X→




({f = 0})) = N(f) = {f = 0} unionsq {gf,σ = 0}
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ãäå N(f) è gf,σ îïðåäåëåíû â ïóíêòå (2) Òåîðåìû 2.3. Òàêèì îáðàçîì,
çàìåíßß äëß êðàòêîñòè gf,σ íà g, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ýëåìåíòàðíûé










(A1 × U)N(f) inc //A1 × U
(3)
Ýòîò êâàäðàò ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû ïîñòðîèòü ãëàâíûåGU -ðàññëîåíèß
íàä (A1×U) , íà÷èíàß ñ îïðåäåë¼ííûõ äàííûõ íàä îñòàëüíûìè òðåìß óãëàìè.
Ýòî ìû ñäåëàåì íèæå.
Ðàññìîòðèì (qX)
∗(PX) êàê ãëàâíîå (qU)∗(GU) = (Gconst)-ðàññëîåíèå ïðè
ïîìîùè èçîìîðôèçìà Φ, åñòåñòâåííî âîçíèêàþùåãî èç-çà òîãî, ÷òî ãðóïïà
G ïðèõîäèò ñ áàçîâîãî êîëüöàA. Âñïîìíèì, ÷òî PX òðèâèàëüíî êàê ãëàâíîå
GX-ðàññëîåíèå íàäXf. Çíà÷èò, (qX)
∗(PX) òðèâèàëüíî êàê ãëàâíîå (GX)-ðàññëîåíèå
íàä Xf . Çíà÷èò, (qX)
∗(PX) òðèâèàëüíî íàä Xf , áóäó÷è ðàññìîòðåíî êàê ãëàâíîå
Gconst-ðàññëîåíèå ïðè ïîìîùè èçîìîðôèçìà Ψ.
Òàêèì îáðàçîì, áóäó÷è ðàññìîòðåííûì êàê ãëàâíîåGU -ðàññëîåíèå, ðàññëîåíèå
(qX)
∗(PX) íàä X ñòàíîâèòñß òðèâèàëüíûì íàä Xf , è, òåì áîëåå, íàä (X)0fg. Òåïåðü,
âçßâ òðèâèàëüíîå GU -ðàññëîåíèå íàär (A1 × U)N(f ′) è èçîìîðôèçì
ψ : GU ×U [(X)0N(f)]→ (qX)∗(PX)|[(X)0N(f)] (4)
ãëàâíûõGU -ðàññëîåíèé, ïîëó÷àåì ãëàâíîå GU -ðàññëîåíèå Gt íàä (A1×U),
òàêîå, ÷òî
(1) Gt|[(A1×U)N(f)] = GU ×U [(A1 × U)N(f)]
(2) åñòü èçîìîðôèçì ϕ : [(σ0g)]
∗(Gt)→ (qX)∗(PX)|[(X)0g ] ãëàâíûõGU -ðàññëîåíèé,
ãäå(qX)
∗(PX) ðàññìàòðèâàåòñß êàê ãëàâíîåGU -ðàññëîåíèå ïðè ïîìîùè
èçîìîðôèçìà X-ãðóïïîâûõ ñõåì Φ
















Ýòà äèàãðàììà êîððåêòíî îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó ïî ïóíêòó (4) Òåîðåìû 2.3
îáðàç ìîðôèçìà ∆ ïîïàäàåò â (X)0g.
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Òåîðåìà 3.1. Ãëàâíîå GU -ðàññëîåíèå Gt íàä (A1 × U), ïîëèíîì N(f ′) ∈
O[t] ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1, äèàãðàììà (5), è èçîìîðôèçì Φ,
ïîñòðîåííûå âûøå, óäîâëåòâîðßþò ñëåäóþùèì óñëîâèßì (1*)(6*).
(1*) qU = prU ◦ σ0g ,
(2*) σ0g ýòàëåí,
(3*) qU ◦∆ = idU ,
(4*) qX ◦∆ = can,
(5*) Îãðàíè÷åíèå Gt íà (A1 × U)N(f)  òðèâèàëüíîå GU -ðàññëîåíèå,
(6*) (σ0g)
∗(Gt) è (qX)∗(PX) èçîìîðôíû êàê GU -ðàññëîåíèß íàä (X)0g. Çäåñü
(qX)
∗(PX) ðàññìàòðèâàåòñß êàê ãëàâíîå GU -ðàññëîåíèå ïðè ïîìîùè èçîìîðôèçìà
ãðóïïîâûõ ñõåì Φ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñàìîãî âûáîðà σ îí ìîðôèçì U -ñõåì, ÷òî äîêàçûâàåò
(1*). Ïî âûáîðó (X)0 ↪→ X â Òåîðåìå 2.3, ìîðôèçì σ ýòàëåí íà ýòîé ïîäñõåìå,
÷òî äà¼ò (2*). Ñâîéñòâî (3*) âåðíî äëß ∆, ïîñêîëüêó (qX : X→ U, f,∆)  õîðîøàß
òðîéêà, è, â ÷àñòíîñòè, ∆ - ñå÷åíèå qU . Ñâîéñòâî (4*) ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
qX ◦∆ = can.
Ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèß õîðîøåé òðîéêè. Ñâîéñòâî (5*) ýòî ïðîñòî
ñâîéñòâî (1) â êîíñòðóêöèè Gt âûøå. Ñâîéñòâî (6*) ýòî ñâîéñòâî (2) â êîíñòðóêöèè
Gt.
Êîìïîçèöèß
s := σ0g ◦∆ : U → A1 × U
 ñå÷åíèå ïðîåêöèè prU ïî ñâîéñòâàì (1*) è (3*). Ïîñêîëüêó U ïîëóëîêàëüíî,
ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî s ýòî íóëåâîå ñå÷åíèå ïðîåêöèè A1U → U . Äàëåå,
ïðîâîäß àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå A1U → U , ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òîN(f)(1) ∈
O îáðàòèìî.
Ñëåäñòâèå 3.2 (=Òåîðåìà 1.1). Ãëàâíîå GU -ðàññëîåíèå Gt íàä A1[U ]
è ïîëèíîì ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 N(f) ∈ O[t] óäîâëåòâîðßþò
ñëåäóþùèì óñëîâèßì
(i) îãðàíè÷åíèå Gt íà [(A1 × U)N(f)] - òðèâèàëüíîå GU -ðàññëîåíèå,
(ii) îãðàíè÷åíèå Gt íà {0} × U ýòî èçíà÷àëüíîå GU -ðàññëîåíèå PU .
(iii) N(f)(1) ∈ O îáðàòèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî (i) ýòî ïðîñòî ñâîéñòâî (5*) âûøå. Ïî (6*),
GU -ðàññëîåíèß
Gt|{0}×U = (s× id)∗(Gt) = (∆)∗((σ0g)∗(Gt)) è
(∆′)∗(qX)∗(PX) = (can)∗(PX)
èçîìîðôíû, ïîñêîëüêó ∆∗(Φ) = idGU . Îñòà¼òñß âñïîìíèòü, ÷òî ãëàâíîå
GU -ðàññëîåíèå (can)
∗(PX) ýòî èçíà÷àëüíîå GU -ðàññëîåíèå PU ïî âûáîðó
PX . Îòñþäà ïîëó÷àåì Ñëåäñòâèå.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[A] Artin, M. Comparaison avec la cohomologie classique: cas d'un
preschema lisse, in Theorie des topos et cohomologie etale des
schemas (SGA 4). Tome 3. Lect. Notes Math., vol. 305, Exp. XI,
Springer-Verlag, Berlin-New York, 1973.
[E] Eisenbud, D. Commutative algebra with a view toward algebraic
geometry. Graduate Texts in Mathematics 150, Springer-Verlag,
New York, 1995.
[PSV] Panin, I.; Stavrova, A.; Vavilov, N. On GrothendieckSerre's
conjecture concerning principal G-bundles over reductive group
schemes: I. Compositio Mathematica, vol. 151, issue 3, March 2015,
pp. 535-567 Springer-Verlag, New York, 1995.
13
